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1 Algebra

1.1 Kolobarji in obsegi

Definicija. Naj bo K mnozZica, + : K x K — K in - : K x K — K pa preslikavi (piSemo ju kot infiksna
operatorja). Kolobar je trojica (K,+,-), ¢e je (K,+) abelova grupa in ¢e velja distributivnost — Va,b,c € K :
(a+b)-c=a-c+b-chc-(a+b) =c-a+c-b Poznamo bolj specificne kolobarje, ¢e veljajo Se kaksne dodatne
lastnosti:

e Ce je - asociativni operator (Va,b,c € K : (a-b)-c=a-(b-¢)), pravimo, da je (K, +, ) asociativni kolobar.

e Ce je - komutativni operator (Va,b € K :a-b=1b-a), pravimo, da je (K,+,-) komutativni kolobar.

Ce obstaja enota za - (31e KVa € K :a-1=1-a = a), pravimo, da je (K,+,-) unitalni kolobar oziroma
kolobar z enoto.

e Ce so vsi elementi iz K \ {0} obrnljivi (0 je enota za +) (Va € K\ {0}3b € K >:a-b=b-a = 1), pravimo,
da je (K, +,-) kolobar z deljenjem.
Opomba. Pri tem predmetu bomo kot kolobar, ¢ ni drugace opredeljeno, oznadili asociativni kolobar z enoto.

Definicija. Obseg je asociativen unitalen komutativen kolobar z deljenjem.

Opomba. Nekateri pravijo, da je obseg asociativen unitalen kolobar z deljenjem (ne predpostavijo komutativnosti) in
komutativnemu obsegu pravijo polje. Pri tem predmetu bomo kot obseg oznacili asociativen unitalen komutativen
kolobar z deljenjem.

Zgled. Nekaj primerov kolobarjev:

e Naj bo K kolobarﬂ K [z] so polinomi koné¢ne stopnje s koeficienti v K. Elementi so torej oblike kg + k12 +
kox? + -+ + kpa™ za ko, ..., k, € K. Ozna¢imo K [z,y] = (K [z]) [y].
K [z] je asociativen /komutativen /unitalen, kakor hitro je tak tudi K. Cetudi bi v K lahko delili, v K [x] nikoli
ne moremo. Noben polinom pozitivne stopnje ni obrnljiv (seveda pa so lahko obrnljivi polinomi stopnje 0).

e Naj bo K kolobar. M, (K) je mnozica kvadratnih matrik s koeficienti iz K.
Velja K asociativen = M, (K) asociativen in K unitalen = M,, (K) unitalen, NE velja pa vedno K komuta-
tiven = M,, (K) komutativen. Slednja lastnost bi za poljuben K gotovo veljala le v primeru n = 1.

e Naj bo (K, +,") kolobar. Naj bo L C K, zaprta za —,- (Vo € {—,-},a,b € L:aob € L). Tedaj je (L,+,")
podkolobar v (K, +, ), ozna¢imo L < K.
V podkolobar se gotovo preneseta lastnosti asociativnost in komutativnost.

e Naj bo (K, +,-) kolobar. F(X,K) := {f: X — K} (mnozica funkcij iz X v K). Obi¢ajno na tej mnozici
definiramo +, - takole: f+g=a— f(z)+g(z)in f-g=z+— f(x) g (x).
(F(X,K),+,-) je kolobar.

o Z, ={0,1,2,...,n— 1}, 4+, je seStevanje po modulu n , -, je mnoZenje po modulu n.

(Zy, +n, n) je komutativni asociativni unitalni kolobar.
e Zap(z) € K [z] je (K [2] /p(2),+p(z), p(x)) Kolobar.
e (2%,U,N) ni kolobar, ker ni inverzov za U.

e (2%,®,N) je kolobar (boolov kolobar) za A® B = (A\ B) U (B\ A) (disjunktna unija). Nimamo sicer -
inverzov, enota za - je X.

IVelikokrat samo povrsno krajse oznagimo, da je neka mnozica kolobar in impliciramo, da gre za trojico (K, +,-).



1.2 Delitelji nica
Definicija. a # 0 je delitelj nica, ¢e I #0>:a-b=0.
Zgled. Nekaj primerov:

e Naj bosta f,g: R — R s predpisoma f (x) = x4+ |z| in g(z) =z —|z|. f(x)#0, ker f(1)=2in g(z) #0,
ker g (—1) = —2. Velja (f - g) (z) = 22 — \m|2 =0, torej f-g =0, torej je f delitelj ni¢a in g je delitelj nica.

. 10} (0 0]_|00
0 0 0 1] 100
o VZyivelja2-42=0,v Zg velja 2 -4 3 = 0. Splosneje sta m in n v Z,,., delitelja nica.

e Naj bo X mnozica in (2X, P, ﬂ) boolov kolobar. VA € 2X : AN (X \ A) = (), torej so vsi elementi, razen () in
X (enota za N), delitelji nica.

Trditev. Ce je K kolobar brez deliteljev nica, je tudi K [X] brez deliteljev nica.

Dokaz. Naj bosta p(x) in g (z) poljubna nenicelna elementa: 0 # p (z) = apz™ + -+ 4+ a, in 0 # ¢ () = bpz™ +
o+ by, Tedaj p(z) - q(x) = apbpz™™™ + - --. Ker je apby, nenicelno, je p (z) - ¢ (z) nenifeln element. O

Trditev. a € K ne more biti hkrati obrnljiv in delitelj nica.
Dokaz. PDDRAA a je tak element. Naj bo b # 0 tak, da a-b = 0. Naj bo ¢ tak, da c¢-a = 1. Tedaj
(ca)b = c(ab)
16 =c0
b=0
—— — protislovie b=02z b # 0. O

Pripomba. V 7Z ni deliteljev ni¢a, obrnljiva pa sta le 1 in —1. Ni torej nujno, da je element v kolobarju bodisi
obrnljiv bodisi je delitelj ni¢a. Lahko nekateri elementi iz kolobarja niso niti eno niti drugo.

Trditev. Pravilo krajSanja. Ce a = 0 ni delitelj nica, iz ax = ay sledi z = y.

Dokaz.

axr = ay

ar —ay =0

alx—y)=0
z—y=20
r=y
O
Izrek. Wedderburn. Koncen komutativen kolobar brez deliteljev nica je obseg.
Dokaz. Naj bo K = {x1,...,z,} kolobar. Va # 0 € K : elementi A := {axy,...,az,} so vsi medsebojno razli¢ni,
sicer bi iz ax; = az; sledilo z; = x;. Eden izmed elementov A je 1, eden izmed elementov K je 1. Potemtakem
Jx; 3:ax; =1 = x;a = x; je inverz a. ]

Pripomba. Izrek velja brez predpostavljene komutativnosti. Tedaj bi podobno prisli do axz; = 1 = z;a in veljalo bi
x; = xj, kajti (z;a) z; = z; (azj) = lo; = 2;1.

Definicija. Ce je (K, +,-) kolobar z inverzi vseh nenielnih elementov, je (K \ {0},-) grupa. Temu pravimo
multiplikativna grupa kolobarja K. Ce je K obseg, je njegova multiplikativna grupa abelova (po definiciji obsega).



1.3 Ulomki

Definicija. Naj bo K komutativni kolobar brez deliteljev ni¢a. Ulomek je (a,b) oziroma ¢, kjer b # 0. MnoZica

ulomkov je torej K x (K \ {0}). Definirajmo relacijo § ~ § < ad = be.
Trditev. Relacija ~ nad ulomki je ekvivalen¢na.

Dokaz. Simetri¢na in refleksivna je ocitno. Tranzitivnost:

~E:>ad:bcAcf:de:>adf:bcf:bde:>(af)d:(be)d:>af:be:>%NE

f f

Ul O

a ¢,
b d

Definicija. Frac (K) = (K x (K \ {0}))/ ~ so ekvivalen¢ni razredi ulomkov. Na Frac (K) vpeljemo + in -

a ¢ ad+bc a ¢ ac

bTdT b b d
Definicija je dobra, ker je neodvisna od izbire predstavnikov ekvivalen¢nih razredov.

Trditev. V Frac (K) so vsi neni¢elni elementi (ni¢elni elementi so oblike ) obrnljivi.

Dokaz.%~§=§_—'ab:1. O

Trditev. Naj bo K komutativni obseg brez deliteljev ni¢a. Tedaj je Frac (K) = (K x K \ {0} / ~,+, ) obseg (obseg
ulomkov za kolobar K).
Zgled. Nekaj primerov:

1. Frac(Z) =Q

2. Vedno obstaja funkcija K — Frac (K). Funkcija a — ¢ je injektivna. Torej lahko na naraven nagin gledamo
na K kot na podmnozico Frac K. Gre za homomorfizem kolobarjev — podkolobar v Frac K ob upoStevanju
zgornje identifikacije.

3. R[z] niso obseg, so pa komutativen kolobar brez deliteljev ni¢a. Racionalne funkcije z realnimi koeficienti
(R (z)) so pa Frac (R [z]).

4. Naj bo K kolobar brez deliteljev ni¢a. K [z] je tudi kolobar brez deliteljev ni¢a. Velja Frac (K [z]) =
Frac (K) (z). Recimo Frac (Z [z]) = Q ().

5. Za K obseg velja Frac (K') = K — ob upostevanju zgornje identifikacije iz toéke ki je tokrat tudi surjektivna,

o _ ab” !
kajti 7 = *5—.

1.4 Karakteristika kolobarja
Oglejmo si K in 1. V zaporedju 1,1+ 1,1+ 1+ 1,... se lahko pojavi 0, lahko pa tudi ne. Oznac¢imo

n—krat
1+---41=:nl (to ni multiplikativna operacija iz kolobarja)

Definicija. Karakteristika K je

char K .= minnl =0
neN

Ce tak n ne obstaja, definiramo char K := 0.

Trditev. char K # 0= Va € K : (char K)a = 0.
char K —krat char K —krat
Dokaz. <a+-~~+a>—a~(l—|—-~~+1)—a-O—O O
Zgled. Nekaj primerov:
e charZ = charQ = charR =0



e charZ, =n
e char (2%, ®,N) =2
e char (K [z]) = char K
e char M,, (K) = char K
Trditev. Ce je K kolobar brez deliteljev ni¢a, je char K = 0 bodisi je char K prastevilo.

Dokaz. Ce je chark =m-n zam,n > 1, veljaml #0#nl in ml-nl = (m-n)1 =0, torej ml ali nl sta delitelja
nica. O

Definicija. V je vektorski prostor nad obsegom F' <= (V,+) je abelova grupa in za operacijo mnoZenja s skalarji
FxV = VveljaVw,veV,a,be F:1-v=vA(a+b)-v=av+b-vAa-(v+w)=a-v+a-wA(a-b)-v=a-(b-v).

Trditev. Ce kolobar K vsebuje kot podkolobar nek obseg F' < K, potem je K vektorski prostor nad F'.

Dokaz. Po definiciji vektorskega prostora. O

p—krat
Dejstvo. Naj bo K kolobar in char K = p. Tedaj {O, L14+1,....,14+---+ 1} s0 vsi razlicni. Ta mnoZica je Zy.

Velja K je vektorski prostor nad Z,. Posebej, ¢e je K koncen, velja |K| = pimz K NE RAZUMEM

Zgled. Naj bo X poljubna mnozica. K := (2X7 P, ﬂ). VAec K:A®A=0= char K = 2 in K ima 2/X| elementov
in K je vektorski prostor nad Zs in velja Zy = {0, X} < K.

1.5 Homomorfizmi kolobarjev

Definicija. Za K, L kolobarja je f : K — L homomorfizem < Vr,y € K: f(z+xy) = f(2)+.f (YWAf(z -k y) =
f(z) 1 f (y). Bijektivnemu homomorfizmu pravimo izomorfizem.

Zgled. Nekaj primerov:
e id:7Z — Qinid: Q — Rin id: R — C so homomorfizmi.

e 7 — Z,, s predpisom z — z mod n je homomorfizem iz (Z,+,) v (Zn, +n, n)-

e konjugiranje: C — C s predpisom z — Z je homomorfizem, kajti z + w =Z4+winz-w =% - w.

e Naj bo a € R. Tedaj je f, : R[z] = R s predpisom p (z) — p (a) homomorfizem, ker so operacije na polinomih
definirane na kodomeni: (p + ¢) (a) =p(a)+q(a) A(p-q)(a) =p(a) - q(a) po definiciji + v R [x].

e Splosneje: f : F(X,K) — K s predpisom f +— f(xg) je tudi homomorfizem kolobarjev. VERJAMEM,
AMPAK NE RAZUMEM ZAKAJ.

o K — M, (K):

— s predpisom a 8 je homomorfizem kolobarjev: a + b = [ atb 0 { 8 8 } + [ 8 8 }

(5 s)[5c] N

pa NI homomorfizem kolobarjev, kajti a - b — { 0 a(~)b ] # [ 8 8 } -

= 1

ina-bl—>[

0
0
— s predpisom a > [
0O a| |00
0 0 0 0
e Odvedljive funkcije C") (R) so komutativen asociativen unitalen kolobar. Toda operacija odvajanja C'") (R) —
F (R,R) s predpisom f +— f’ ni homomorfizem. Sicer velja f + g — f' + ¢/, toda ne ohranja produkta, ker
frg=fg+f-9#f 9.

e Ali je K — K za komutativen kolobar K s predpisom z — 22?7 (xy)2 =(zey)(zy)=a-oy-y =2y
toda (x+y)2+—>x2+x~y+yom+y2:x2+y2<:>charK:2.



e C — M, (R) s predpisom a + bi — ( 2 ) je homomorfizem.

a
—b
Trditev. a — a® je homomorfizem Z, — 7Z, <= p prastevilo.

Dokaz. (z-y)’ = zPy? velja. (z+y)’ =a? + (D)aPly+-- + P)aPFyb + ... 4 (pfl)myp_l +y? = 2Py? mod p,
ker imajo vsi vmesni ¢leni, razen prvega in zadnjega, koeficient oblike

Py__
k El(p— k)
ki je vedno deljiv s p in zato enak 0 po modulu p. O

1.5.1 Lastnosti homomorfizmmov

Trditev. Za homomorfizem f : K — L velja:

o £(0)=0.
Dokaz. f(0) = £(0+0) = f(0) + £ (0) = f(0) =0. O
o f(=a)=—f(a)
Dokaz. f(0) = f(a+ (—a)) = f (a) + [ (—a). O

e f(1k) ninujno 1, kadar pa velja, pa pravimo, da je f unitalen homomorfizem oziroma da ohranja enko.

1.5.2 Jedro in slika homomorfizma in njune lastnosti

Definicija. Naj bo f : K — L homomorfizem. Im f := {f (z);Vx € K} je slika f/zaloga vrednosti f in velja
Im f C L. Ker f == {x; f (x) = 0} je jedro f oziroma praslika ni¢le — oznaki =1 ({0}) = f* ({0}).

Trditev. Za homomorfizem f : K — L veljaa:

e Kerf <K
Dokaz. Najbosta z,y € Ker F poljubna. Tedaj f (z+y) = f (2)+f (y) =04+0=0in f (z-y) = f (x)-f (y) =
0-0=0. O
eImf<L
Dokaz. Naj bosta z,y € Im F poljubna. Tedaj f (z)+ f(y) = f(z+y) in f(x)  f(y) = f(x-y). O
Trditev. Homomorfizem f: K — L je
e surjektiven < Im f = L
Dokaz. po definiciji O

o injektiven < Ker f = {0} (trivialno jedro)

Dokaz. Naj bosta z,y € K poljubna.
(=) VoyeK:f@)=fy=0=f@)-fly=Ff@-y =z=ykerjefla=0ca=0~
Ker f = {0}.

(=) VayeK:(f@)=fye0=f@)-fy=Ffr-y)=>(r=yer-y=0)=>@-yeKeaf=r—y
Vsak element v kolobarju lahko opiSemo kot razliko dveh elementov v kolobarju, torej Va € K : a €
Kerf=a=0.

O



1.6 Ideali

Definicija. Podkolobar I < K jeideal & K-I CIAT-K C 1, kjerje A-B = {a-b;Va € A,b € B}. Oznafimo
I<K.

Pripomba. V nekomutativnem kolobarju K se lahko zgodi, da za I < K velja le eden izmed pogojev za ideal:
K-I<Talil -K<I. Tak I, za katerega ne veljata obe lastnosti, pa¢ ni ideal.

a 0
b 0

a b |z 0| _ |ar+by O z 0| | za xb

c d y 0| | cx+dy O y 0 ya yb |’
torej K- I <I,anel-K <]I, torej gre le za levi ideal. Le ¢e je I levi in desni ideal hkrati in s tem dvostranski
ideal, je ideal. O

Dokaz. Najbo K = My (R) in I = {[ } ;Va,b € R}. Velja

Trditev. Ker f je ideal.

Dokaz. Ve € Ker fa € K :ax € Ker f Aza € Ker f, kajti 0 = f(a)-0= f(a)- f(z) = f(a-z) < ax € Ker f in
podobno za za. O

Zgled. Primeri idealov:
1. Neprava ideala: {0} in K sta ideala za poljuben kolobar K. (ostali ideali so ,pravi®)
2. 27 < Z. (soda cela 8tevila so ideal v celih $tevilih)
3. za poljuben n € Z velja nZ <1 Z.

4. Ideali v Q. Najbo I <Q,z € I,a # 0,a € Q. Tedaj a =% -x € I, torej I = Q. V racionalnih Stevilih so vsi
ideali nepravi.

5. Pravi ideal ne vsebuje obrnljivih elementov. Ce jex € I<K obrnljiv,jel = x-x7! € I'inzatoVa € K : a-1 € I,
torej I = K. V obsegu so torej vsi ideali nepravi.

Definicija. Naj bo K komutativni kolobar in z1, ...z, € K. Idealu {a1z1 + - - - + apx,;Vay, .. .,a, € K} pravimo
ideal, generiran z naborom 1, ..., %, in ga oznac¢imo z (z1,...,x,).

1.6.1 Glavni ideal

Definicija. Naj bo K komutativni kolobar in ¢ € K. (a) := {a-z;2 € K} = aK (veckratniki a) je ideal v K,
generiran z a. Idealu, ki je generiran z enim elementom, pravimo glavni ideal. Alternativna definicija: glavni ideal
je generiran z naborom mod¢i 1.

Trditev. Velja

e (a) = K < a je obruljiv v K.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(=) W>:b-a=1=b=a""! torej je a obrnljiv.
(=) Ze dokazano zgoraj pri primeru

e K je obseg < nima pravih idealov.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(=) Ze dokazano zgoraj pri primeru
(=) VYa # 0 : (a) = K = po prejsnji tocki je a obrnljiv.



Trditev. V Z so vsi ideali glavni.

Dokaz. Naj bo I «Z. Kaksne so moznosti za I7 Velja I <7Z = 0 € [ in Ve € [ : —x € I. Denimo, da je
a najmanjsi pozitivni element v I. Trdimo, da je I = (a). O¢itno velja I D (a). Dokazati je treba e I C (a).
VeeldgeZreZ :e=a-q+rAr<a=—r=xz—a-q€I (kerx € ina-q€ ). Ker je a najmanjsi pozitivni
element v I inr < a, je r =0 in zato x = a - ¢ in zato I C (a) in zato I = (a). O

Definicija. Kolobar, v katerem so vsi ideali glavni, imenujemo glavnoidealski kolobar.

Zgled. Alije (2)U(3)<Z ideal? Ne, ker ne vsebuje 3—2 = 1 (multiplikativne enote) in zato ni podkolobar kolobarju
Z.

Trditev. Naj bo K obseg. Tedaj je K [z] glavnoidealski kolobar.

Dokaz. Vemo, da so v K [z] obrnljivi natanko tisti elementi, ki so obrnljivi v K. Naj bo I < K [z] poljuben. Tedaj
I<K[z]inzato0 € INVx € [ : x € [ = —x € I. Denimo, da je p (z) poljuben polinom najnizje pozitivne stopnje
v I. Dokazimo, da I = (p (x)). O¢itno velja I C (p(z)). Dokazimo 8e I C (p(z)): Vs(x) € I3q(z),r (z) € [ 2: s =
pg+rAdegr < degpAr=s—pq €l (ker s € I in pg € I). Ker je p polinom z najmanjSo pozitivno stopnjo v I in
rel,jedegr=0inzato I C (p(x)) in zato I = (p(x)). O

Pripomba. Za a obrnljiv in z poljuben v K je (a-x) = (). NE RAZUMEM, ampak je potrebno za dokaz.
Pripomba. Ce K ni obseg, K [] ni glavnoidealski.

Zgled. V Z[z] vzemimo I = (z,2) = {z-p(x) +2-q(z);Vp(z),q(x) € Z[x]}. Ne obstaja element, ki deli 2 in z
hkrati v Z [z].

Zgled. Naj bo K obseg. K [z] je glavnoidealski, a ni obseg, ker ima prave ideale. K [z,y] = (K [z]) [y] ni glavnoi-

dealski — (x,y) ni glavni ideal.

1.7 Kvocientni kolobarji

Definicija. Naj bo I < K poljuben ideal. Definirajmo relacijo a ~; b:<a —b € 1. Je ekvivalen¢na, ker a ~; a <
0 € I (refleksivnost), a —b € [ < b—a € I (simetricnost), a—be IANb—cel=(a—b)+(b—c)el=>a—cel
(tranzitivnost). Z K/ ~ ozna¢imo mnozico ekvivalen¢énih razredov. [a] =a+ I = {a +¢;Vi € I}.

Zgled. V Z vzemimo (5) in vpeljimo ~(5): elementa sta ekvivalentna, ¢e imata isti ostanek pri deljenju s 5:
[0] = {0,-5,5,—-10,10,...}, [1] ={1,6,11,—4,-9,...}, 2] ={2,7,-3,12,-8,... }.

Definicija. Definirajmo seStevanje +; in mnoZenje -y na K/ ~r: (a+1I)+; (b+1) = (a+b)+in (a+ 1)
(b+1):=(a-b)+1.

Dokaz. Konkretnost definicije — definicija je dobra; najboa+I=a'+I (a—d € I)inb+I=0+1(b—-0V ).
(a+b)+I=0@+V)+I<—= a—ad +b—-V =(a+b)—(a =¥V)eI
(a-b)+I=@ -V)+]I<= a-b—d -V =a-b=-V)+(a—0a) Vel

Definicija. Za I < K je (K/ ~,+7, 1) kvocientni kolobar K/I.
Zgled. Nekaj primerov:

e Z,=17/(n)

e K/(0)=K

o K/K = {0} — trivialni kolobar

e R[z]/(z): vsak element R [z] je v a + (x) za nek a € R; oglejmo si p (z) € R[z]. Velja p(z) = ag + arz* +

e tapxt =ap+x (a1 +asx+agx®+ -+ anx”_l). Potemtakem R [z] / () = R.



R [z] / (2%): predstavniki so (a + bz)+ () za a,b € R. Pigimo jih kot (a,b). Velja (a,b)+(c,d) = (a + b, c + d)
in (a, b) - (¢,d) = [(a+ bz) (c + dz)] = [ac + adx + bex + bdz?| = [ac + adz + bex] = (ac, ad + be)

]/ (2% 4+ 1): ostanki so linearni polinomi (a + bz). Pisimo jih kot (a,b) € R%. Velja a + bz + (22 +1) +
c+dm+ (224 1) =a+c+ (b+d)z+ (z? + 1), torej kot prej (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d). Velja
[a + bz]-[c + dz] = [ac + adz + bex + (bdz?)] = [ac + adx + bex + (bd (2* + 1) — bd)| = [ac + adz + bex — bd]

torej (a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + be). To je ravno mnoZenje v C. Torej R [z] / (2% +1) = C.

1.8 Izrek o izomorfizmu NE RAZUMEM
Izrek. Naj bo ¢ : K — L poljuben homomorfizem kolobarjev. Vemo, da je Ker o< K. Pravilo @ : K/ Ker ¢ E) Imp
s predpisom @ (x 4+ Ker ) = ¢ (z) doloca izomorfizem kolobarjev. Temu @ pravimo kvocientni homomorfizem.
Dokaz. Definirajmo @ : x + Ker ¢ — ¢ ().
e Dobra definiranost: Naj bo 2’ € [z] ~ 2 + Kerp = & + Kerp. Tedaj o’ = a2 + (&' —z) = ¢(a') =
0
x) +Mz ¢ (z), ker © — 2’ € Ker¢. Torej je p dobro definiran.

e Ali je p homomorfizem? Da:
7} ((Jc + Ker ) + (¢/ + Kergp)) =P ((az + w’) + Kergo) =y (J: + x') = ¢ (2)+¢ (2') = 7 (z + Ker )+ (x + Ker ¢)

e Imp = Im ¢, torej velja surjektivnost.
e Kerp =Kerp =0+ Kerp € K/Ker ¢ (trivialno jedro = injektivnost)
O
Zgled. Vzemimo R [z]. Oglejmo si ¢; : R[z] — C s predpisom p (z) — p (7). Velja Ker p; = polinomi, ki so deljivi
z (x — i) in poslediéno z (x + ) (ker nicle nastopajo konjugirano), torej s produktom (z? + 1). Slika tega ¢; so vsa
kompleksna Stevila. Torej @7 : R [z] / (2% 4 1) =¥}
Vprasanje. Kaj so ideali v K/17

Naj bo ¢ : K — K/I homomorfizem in J < K poljuben. Tedaj J — ¢.(J). ¢ (J) = {q(a);Yae J} =
{a+ I;Va € J}. Zapoljubna x € K,a € Jvelja (x+1)-(a+1I)=xz-a+1 € q.(J). Torej ideal v K se s ¢ preslika
v ideal v K/I. Torej obstaja bijekcija med ideali, ki vsebujejo I in ideali v K/I.

Izrek. q : K — K/I kvocientni homomorfizem doloca bijekcijo, ki ideale v K, ki vsebujejo I, preslika v ideale v
K/I. Jw—q.(J) ing* (J)«— J.

Zgled. Kaj so ideali v Z12 = Z/ (12)? To so vsi ideali v Z, ki vsebujejo ideal (12). V Z velja (a) < (b) < bla. Torej
so vsi ideali v Z15 ravno (1) = Z,(2),(3),(4),(6),(12). Velja: Z/ (12) = {0}, Z/ (3) = {3,6,9,0}, Z/ (6) = {0, 6},
Z/(2) = {0,2,4,6,8,10}, Z/ (4) = {0,4,8}, Z(1) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Posledica. K/I je obseqg <= K/I nima pravih idealov <= v K ni idealov, ki vsebujejo I,razen I in K <= v K7
ideal J 2: 1 # JNJ # K <= I je maksimalen pravi ideal v K.

Definicija. a € K je nerazcepen < 7 neobrnljiva b,c 3:a =b-c.

Trditev. V glavnoidealskem kolobarju K je ideal (a) maksimalen < a je nerazcepen.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.
(=) Naj bo (a) maksimalen in hkrati a razcepen. a = b- ¢ za neobrnljiva b in ¢ = (a) < (b)) <K A (a)<(c) < K
in ker sta b in ¢ neobrnljiva, (a) # (b) A (b) # k A (a) # (¢) A (¢) # K. Sledi, da (a) ni maksimalen.
(<) Dokazujemo, da ¢e (a) ni maksimalen = 3b 3: a = b-c. Ker (a) ni maksimalen, 3b >: (a) 4 (b) iK. Velja
a =b-cin ¢ ni obrnljiv, ker (a) # (b).
O

Zgled. R[]/ (2?) ni obseg, ker je (2?) razcepen nad R[z]. R[z]/ (2 + 1) je obseg, ker (2% + 1) ni razcepen nad
R [z].



1.9 Obsegi
Zgled. Nekaj primerov:

e Q<R<C<C(z),R<R(z) < (R(2))(y), Zp, < Zy (x).
e Q<{a+bv2a,beQ} <R
Dokaz. Zaprtost za seStevanje, mnozenje, odStevanje, deljenje — da:

a+bV24+c+dV2=a+c+(b+d)V2
(a—l—b\@) (c—&-d\/i) =a+c+ adVv2 + bev2 + 2bd = ac + 2bd + (ad + be) V2
a+b\f—(c+d\f2) =a—c+(b-d)V2

a+bv/2  (a+bv2) (c—dv2)  ac—2bd —ad—&—bc\/i
c+dv2 c? — 2d? T 224 2 - 2d2

o {a+bV4+cV16;a,b,c € Q} je obseg
o Zs/ (Jc2 + x4+ 1) je obseg po prejsnjem izreku ker je Zs glavnoidealski kolobar in (Jc2 + x4+ 1) nerazcepen
polinom.
1.10 Konstruktibilna stevila

. so Stevila, ki jih lahko konstruiramo z ravnilom in Sestilom. Najprej nekaj uvodnih besed; recimo: ne poznamo
splosne konstrukcije za razdelitev danega kota na tretjine (trisekcija kota). V 1837 so dokazali, da to za poljubni
kot ni moZno — za specifi¢ne pa seveda je, denimo za kot pravi kot.

Tipi¢na vpraSanja so naslednja:

e Ali je mo¢ podvojiti kocko po volumnu, torej & imamo a, ali lahko dobimo b, da bo 2a® = b? oziroma b = ¥/2a?
Izkaze se, da ne.

e Ali je mo¢ konstruirati kvadrat z enako plos¢ino kot dan krog? Ne.

e Ali je mo¢ narisati pravilni mnogokotnik? MoZno je narisati pravilne {3..6} kotnike, sedemkotnika se ne da
(dokazal Gauss). Gauss je tudi konstruiral sedemnajstkotnik.

Dopustni operaciji sta
e skozi dve tocki potegnemo premico in
e za dani dve tocki konstruiramo kroznico s sredis¢em v eni tocki, ki gre skozi drugo.
e Upostevamo, da
— 80 preseciica nove tocke,
— riSemo v ravnini in

— veljajo ostali Evklidovi aksiomi.
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Konstrukcija stevil

1.
2.
3.
4.

Fiksiramo enotsko dolzino, t. j. 1 je konstruktibilno Stevilo.
Za konstruktibilni Stevili a in b je tocka (a,b) konstruktibilna in obratno.
Konstruktibilni to¢ki (a,b) in (¢, d) tvorita konstruktibilno premico/kroznico.

Preseki slednjih so konstruktibilne tocke.

Definicija. Oznac¢imo K kot mnoZzico vseh realnih Stevil, ki jih lahko dobimo kot rezultat kon¢nega Stevila korakov

2H4

Izrek. K je obseg za operacije 4+, —, -, + iz obsega realnih Stevil in velja Q < K < R.

Dokaz. Dokazujemo ve¢ stvari:

Zaprtost za + je oCitna: uporabimo Sestilo za prenos seStevancev.

Zaprtost za mnoZenje: (a-b) : b =a:1— BSS Naj bo @ > b. Imejmo pravokotni trikotnik s katetama
dolzin 1 in b. Konstruirajmo daljico dolzine a, ki je podaljsek katete dolzine 1 proti pravemu kotu. Narig§imo
vzporednico kateti dolzine b v krajis¢u daljice dolzine a, ki ni na izvornem trikotniku. Nari§imo vzporednico
hipotenuzi. Daljica, ki lezi na narisani vzporednici in je omejena s premico, na kateri lezi hipotenuza in
premico, na kateri lezi daljica dolzine a, je dolga a-b — Uporabili smo podobnost trikotnikov — skalirali smo
izvorni trikotnik s faktorjem a.

Deljenje napravimo podobno.

Konstruiramo lahko koren poljubnega konstruktibilnega Stevila a: Na sredini kroznice premera 1 + a nari-

Torej je |AC| = 1. V toc¢ki C nariSemo pravokotnico na premico in presec¢isée pravokotnice s kroznico ozna-
¢imo z D. Dobimo dva pravokotna trikotnika, enega s stranicami (1,3&, Vv1+ x2) in drugega s stranicama

2

(33, a,Va? + z2). Kote imata iste — podobna sta si — in posledi¢no velja £ = 7 oziroma a = z° oziroma

x = +/a. Torej Q < K.

R # K, ker je kardinalnost K Stevna, R pa ne. Kon¢no mnogo korakov potrebujemo, da konstruiramo
katerokoli stevilo v K.

O

Dejstvo. Vemo, da ™ & K Ne & K. Dokaz je zelo dolg.

Opomba. Se danes ne vemo, ali jemr+eec K.

Definicija. Oznac¢imo s K, 11 najmanjsi podobseg R, ki vsebuje vse kvadratne korene pozitivnih elementov K.
Naj bo Ky = Q.

Tedaj velja

oo
Q=K <K<Ky <Ky < <K= |]J K,
n=1

1.11 RazSiritve obsegov

Definicija. Za K < F (K podobseg F') pravimo: F je razsiritev obsega K ~ F' je vektorski prostor nad K. Ce je
[F : K] := dimg F kon¢na, gre za konéno razsiritev, ¢e pa je neskon¢na, pa gre za neskonéno raziritev.

Zgled. Nekaj primerov:

[R : Q] je neskon¢na razsiritev
[C : R] je konéna razsiritev stopnje 2

[Q (\/5, \3@) : Q] je koncna razsiritev stopnje 6
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Izrek. Ceje K <F <FE,je|E:K|=|[E:F| [F:K].

Dokaz. Privzemimo, da sta m :== [F : K| in n:= [E : F| kon¢ni. Tedaj 3{x1,...,2,n} baza za F nad K ZDB vsak
element F' lahko napiSemo kot linearno kombinacijo m elementov obsega K in ti elementi so se medsebojno linearno
neodvisni. Prav tako 3{yi,...,yn} baza za E nad F. DokaZimo, da je {x1,...,zm}  {y1,...,yn} baza za E nad
K:

e Ali razpenja cel E7 Naj bo e € E poljuben. e = fiy1 + -+ + fuyn, fi € F sedaj zapisimo kot linearne
kombinacije elenentov iz K: Vi € {1..n} : f; = ka1 + -+ - + kim@m. Potemtakem

n n m

e= Z (fi)yi = Z Zkijxj Yi = Zk” (zjyi) -

i=1 i=1 \j=1

e Ali je linearno neodvisna mnoZica?

[

1. be 1. ba
Z kijxjyi =0= Z Z kijxj ¢ yidze — Zkije SL'jdze =0= kij =0.
,J J

i J

Torej smo dokazali, da je dimg = m - n.
O

Posledica. 3K 3: R < K < C; ker je [C: R] = 1 je bodisi [K : R] =1 in s tem K = R bodisi [C : K| =1 in s tem
C=K.

Trditev. Najmanjsi podkolobar F, ki vsebuje K in a je K[a] = {p(a);p € K [z]}. Najmanjsi podobseg F, ki
vsebuje K in a je K (a) == {%;p,q,e K[z]Aq(a) # 0}.

Dokaz. Vsak kolobar, ki vsebuje K in a mora vsebovati Se vse potence a in njihove k—linearne kombinacije kg +
kia + kaa? + -+ + kpay,.

Zlahka preverimo, da je mnozica vseh teh vrednosti zaprta za +, —, -, torej je kolobar in sicer minimalni podko-
lobar F', ki vsebuje K in a.

Za dokaz trditve o podobsegih opazimo, da mora podobseg vsebovati Se vse kvociente, ki jih predstavimo ravno
z ulomki oblike &a;, kadar so ti definirani (¢q (a) # 0).

q(a
Preveriti moramo, da je mnozica teh vrednosti zaprta za +, —, -, +~. Npr. za vsoto imamo

p(a)  r(a) _pla)s(a)+q(a)r(a)
q(a)  s(a) q(a)s(a) ’

kar je spet ulomek. Za ostale operacije je premislek podoben. O

Zgled. Nekaj zgledov:
e Q [\/5] = {ao +a1vV2+ a2+ + an\/ﬁn;ai €Q,vn e N}. Ker \/52 = 2, lahko izraze poenostavimo in
dobimo Q [\/ﬂ = {a +bV2;a,b € Q}.
o Rlr] = {ao+ ar1m + axm® + - -+ + a,7";a; € Q,Vn € N}. Se to da poenostaviti? Ne.
o R[i] ={a+bi;a,be R} =C

a a a+bv2)(c—dv2 a— c—a .
* Q(v3) = {20 b.c.de Q) toda 2 — IV _ st 4 st V3 € Q[VE), zato e

Q[V2] =Q(v2).
e Q(m) # QIr]. Se to da razloziti?

Definicija. Definicije in oznake K [a] in K (a) lahko uporabimo tudi, kadar obsegu K dodamo ve¢ elementov: Naj
bo K < F,aq,...,a, € F. Tedaj K [a1,...,ay] ozitoma K (aq,...,ay) je najmanjsi podkolobar (oz. podobseg) F, ki
vsebuje K in aq,...,a,. Velja: K [a1,a2] = (K [a1]) [az] = (K [a2]) [a1] in K (a1, a2) = (K (a1)) (a2) = (K (a2)) (a1),
t. j. elemente F' lahko dodajamo postopoma in v poljubnem vrstnem redu.
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Definicija. RazSiritev je enostavna, ¢e obsegu K dodamo en element a € F'.

Oglejmo si homomorfizma kolobarjev ¢, : K [x] — F s predpisom p (z) — p(a). Lo¢imo moZnosti, da je ¢,
injektiven ali da ¢, ni injektiven.
Kerpq = {p(z) € K [x];p(a) = 0}

Ce je @, injektiven, je Ker ¢, = {0}, torej a ni ni¢la nobenega netrivialnega polinoma s koeficienti v K. Tedaj
pravimo, da je a transcendenten nad K.

Ce nasprotni , ni injektiven, potem obstaja netrivialen polinom s koeficienti v K, ki ima a za ni¢lo. Pravimo,
da je a algebrai¢en nad K.

Ce so vsi elementi F algebrai¢ni nad K, pravimo, da je F' algebrai¢na razsiritev K. V nasprotnem primeru (t.
j., ¢e je vsaj en element F' transcendenten nad K), pa je F' transcendenten nad K.

Zgled. Nekaj primerov:

e i € C je ni¢la polinoma x2 + 1 € Q[i], zato je i algebrai¢en nad Q. Obseg C pa ni algebrai¢na razsiritev Q, ¢er
nekatera Stevila, npr. 7, e niso ni¢le nobenega polinoma z racionalnimi koeficienti. Podobno R ni algebrai¢na
razsiritev Q.

Opomba. Za dano $tevilo je obi¢ajno zelo tezko dokazati, da ni ni¢la nobenega polinoma s koeficienti v Q.
Nasprotno pa ni prav ni¢ tezko dokazati, da obstajajo taka realna Stevila, ki so transcendentna nad Q. Q je
Steven, zato je Q [z] Stevna, posledi¢no pa je Stevna tudi mnoZica njihovih realnih nicel. Torej so skoraj vsa
realna Stevila transcendentna nad Q.

e C je algebrai¢na razsiritev R, ker je a + bi € C ni¢la polinoma z? — 2ax + (a2 + b2) € Rz].

Ce je a € F transcendenten nad K, potem ¢, : K [¢] — F' lahko enoli¢no razsirimo na obseg ulomkov in dobimo
injektivni homomorfizem @, : K (z) — F.

Izrek. Ce je a transcendenten nad K < F, potem je K [a] = K [2] in K (a) = K ().
Dokaz. Ocitno. O
Zgled. Q7] = Q]e], ker sta oba izomorfna Q [z].

Definicija. Ce je a € F algebraicen nad K, potem je Ker ¢, pravi ideal v K [z]. V K [z] so vsi ideali glavni, zato
je Ker ¢, = (g) ta nek polinom g € K [z]. Ce dodatno zahtevamo, da je g monicen (t. j., vodilni koeficient ima 1),
potem je g enoli¢no dolo¢en in mu pravimo minimalni polinom za element @ nad K in ga oznadimo z g, ().

Po izreku o izomorfizmu velja K [a] = K [z] / (ga)-
Zgled. Q [V2] =Q[z]/ (2% - 2), ker g 5 (z) = 2* — 2.
Lema. Ideal (9,) < K [x] je maksimalen.

Dokaz. Dovolj je pokazati, da je gq () nerazcepen. Ce bi veljalo g (z) = p ()-q (z) za polinoma strogo niZje stopnje
v K[z],biiz0=g(a) =p(a)-q(a) dobili p € Ker p, A q € Ker p,, torej p(a) =0 ali ¢ (a) = 0. To je v protislovju
z zahtevo, da je g, tak v K [z], da ima najmanjSo stopnjo izmed tistih, ki anhilirajo a. O

Posledica. K [z]/(gq) je obseg, torej K (a) = K[a]. Ce je go polinom stopnje n, lahko p € K [x] enoliéno
predstavimo kot p = g, - q + 1, kjer je degr < degn. Zato je K [x] / (ga) vektorski prostor z bazo 1+ (ga), = + (ga),
2?+g(a), ..., 2" +(ga). Lzomorfizem 4 to bazo preslika v elemente 1,a,...,a" "t € F. Potemtakem K (a) = K [a]
je K —vektorski prostor z bazo 1,a,a?,...,a" L.

Izrek. Naj bo a € F algebraicen nad K < F. Tedaj velja

1. Obstaja natanko en monicni polinom g, (a), ki deli vse polinome, ki imajo a za niclo.

~

2. Minimalna razsirititev K (a) = K [a] = K [z] / (g4 (z)).
3. [K (a) : K] = deg g, ZDB stopnja razsiritve (pisemo degy a) = stopnja minimalnega polinoma
4. Baza za K (a) nad K jel,a,... a%%9% 1,

Posledica. Ce je F koncna razsiritev K, potem za vsak a € F velja degy al [F : K].
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Dokaz. Iz K < K(a) < Fsledi [F: K|=[F:K(a)]-[K(a): K] =[F: K (a)]-degk a. O

Ta posledica je kljuéna sestavina za odgovor na vprasanje o konstrukcijah z ravnilom in Sestilom. Videli smo, da
vsako zaporedje konstrukcij ustvari zaporedje realnih stevil aq,...,a,, kjer je a; koren linearnega ali kvadratnega
polinoma s koeficienti v Q (a1, . ..,a;—1). To pomeni, da lezi vsako konstruktibilno $tevili v neki razsiritvi Q stopnje
2™ torej velja:

Stopnja (nad Q) konstruktibilnega stevila je potenca stevila 2.

7 drugimi besedami: Vsako konstruktibilno $tevilo dobimo s kon¢nim zaporedjem operacij, kjer bodisi ostanemo
v istem obsegu bodisi dodamo kvadratni koren nekega elementa = vsako konstruktibilno Stevilo je v neki razsiritvi
stopnje 2% obsega Q.

Zgled. Nekaj primerov:

e Podvojitev kocke: /2 ni konstruktibilno. z? —2 je nerazcepen, moni¢en in ima /2 za nic¢lo, vendar ni stopnje

2k,

e Kvadratura kroga: /7 ni algebrai¢no stevilo. Ne bomo dokazali.

o Trisekcija kota: Dan je konstruktibilen kot a. a je konstruktibilen < cos « in sin « sta konstruktibilni stevili.

Ali velja cos a konstruktibilen = cos § konstruktibilen? Velja cosa = 4 cos® 3 — 3cos 5.

— Za a=60°: cosax = % 4 cos® g —3cosg — % = 0. Dobimo polimom 4> — 3z = % ~ 823 —6x =1, ki je
nerazcepen, anhilira cos § in je stopnje 3 # 2% Kot 20° torej ni konstruktibilen.
— Za a = 90% cosa = 0. 4cos® ¢ —3cos§ = 0. Dobimo polimom 3z® — 3z = x (42? — 3), 42 — 3 je

stopnje 2.

Sklep: cos § je konstruktibilno < 4x® — 3z — cos a je razcepen nad Q < ima racionalno ni¢lo.

e Pravilni n—kotniki: trikotnik, Stirikotnik, petkotnik (s stranico degg 1/ 5’2\/5 = 4 = 22), Sestkotnik, osemko-

tnik so konstruktibilni. Sedemkotnik ni, ker ima stranico z minimalnim polinomom z2 + z? — 2z — 1.

Izrek. Gauss-Wantzel. Pravilni n—kotnik je konstruktibilen z ravnilom in Sestilom < n = 2F-(produkt razlicnih
fermatovih prastevil).

Definicija. Fermatova $tevila so oblike 2(2") +1 = F,,. Fermatova prastevila so fermatova Stevila, ki so prastevila.
Prvih nekaj fermatovih stevil: Fy = 3, Fy =5, Fy, = 17, F3 = 257, Fy, = 65537. F5 do F39 so sestavljena. Za Fj33 in
dalje so stevila prevelika, da bi lahko preverili, ¢e so sestavljena. Domnevajo, da so vsa nadaljna sestavljena.

Vrnimo se k sploSnim razsiritvam. Videli smo, da so vse transcendentne razsiritve neskon¢ne, enostavne alge-
brai¢ne razsiritve pa so kon¢ne. Splosne algebrai¢ne razsiritve so lahko neskonéne. O njih govori naslednji izrek:

Izrek. Velja:

1. Vsaka koncna razsiritev je algebraicna.

Dokaz. [F: K] =mn,r € F. Tedaj 1,x,22,...,2" so linearno odvisni = Jk,...,k,, ki niso vsi 0 >: ko +
kix + kyx? 4+ - + k2™ = 0 ~ z je nic¢la polinoma v K. O

2. Najbo K < F, ACF algebraicni nad F. Potem je F (A) algebraicna razsiritev K.

Dokaz. Vsak element K (A) je za pravilno izbrane a; € A,p,q € K [x1,...,2,] oblike

plat,...,an)
q(at,...,an)
To pomeni, da je a € K (a1,...,a,), ki je kon¢na razsiritev K. Po tocki je a algebraic¢en nad K. O

8. Naj bo F algebraicna razsiritev K, E algebraic¢na razsiritev F'. Potem je E algebraicna razsiritev K.
Dokaz. Naj bo a € E. Po privzetku obstaja p (z) = ag + a1z + -+ - + ana™ € F [x], za katerega je p(a) = 0.

To pomeni, da je a algebrai¢en nad K (ao,...,a1), kar je kon¢na algebrai¢na razsiritev K. Sledi, da je a
algebrai¢en nad K. O
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1.12 Razpadni obseg

Naj bo K < Cin p(x) € K[z]. {a1,...,an} € C so nicle p(z). Velja K < K(a1,...,a,) < C. p(x) v
K (aq,...,a,) razpade na linearne faktorje — p () = (x — a1) -+ (x — a,,) in K (a1,...,a,) je najmanjsa razsiritev
K s to lastnostjo.

Naj bo sedaj p (z) € Z,, ], specifitno #2 + x4+ 1 € Zs [x]. V tem polinomu nimamo ni¢el — je nerazcepen. Kaj
dodati?

[Zs/ (x* + x + 1) : Zy] = 2. Oznatimo K = Zy/ (x> + x + 1). Velja recimo [z] = = + (2* + z + 1) € K. Naj
bo I .= (x2+9c—|—1).

(z+ 1)+ @+ D)+1+T =2+ T+a+1+14+1= (2> + 2+ 1)+1 = 0+1. Torej z*>+z +1 razpade na linearne
faktorje v K > Zs. a = x + (:E2 +x+ 1), p(a) = a®> + a+ 1= 0. Elementi/predstavniki v K so 0,1, 2,z + 1.

Ta kolobar ima naslednje tabele operacij:

- | 0o 1 x 1+
0 0 0 0 0
1 1 T 1+
x 2?2 mod (x2+x+1):x+1 z4+22 modz?4+zx+1=1
1 + z | komut 14+2x4+22=14+2z=2 moda?+xz+1
+ | 0 1 & l4x
0 0 1 T 1+z
1 0 1+=x T
T 0 1
1+ x | komut 0

Kaj pa poljuben obseg in poljuben polinom? Naj bo p(z) € K [z]. Ni¢le ima lahko v K in izven K. Lo¢mo
dva primera:

e Vse nicle so elementi K: polinom je popolnoma razcepen nad K.

e Obstajajo nic¢le izven K: ima vsaj en nelinearen nerazcepen faktor. Naj bo ¢ (x) nerazcepen nelinearen faktor
p(z). VKIz]/(¢(x)) > K .V tej razdiritvi je z + (¢ (x)) nicla od p (x).

To deljenje K [z] ponavljamo najve¢ n—krat (za vsako ni¢lo). Na koncu dobimo razsiritev F' za K, ki vsebuje
vse ni¢le p (z). Pravimo, da v F p(z) razpade na linearne faktorje.

Definicija. Razpadni obseg za p (z) € K [z] (nad K) je minimalna razsiritev K, v kateri p (x) razpade na linearne
faktorje.

Izrek. Razpadni obseg p (x) € K [x] nad K obstaja in je enolicen do izomorfizma ZDB poljubna razpadna obsega sta
izomorfna.

Dokaz. Obstoj smo poprej konstruktivno dokazali, enoli¢nosti pa ne bomo dokazali. O

Zgled. z? — 2 € Q[z]. Lahko vzamemo enega izmed dveh izomorfnih obsegov:
e Q (\/5), kjer razpade na (ac — \/ﬁ) (gc + \/i)

e Qz]/ (2% —2), kjer razpade na (z — a) (z + a) za a ==z + (2% — 2).

Razmigljajmo: Naj bo K koné¢en obseg = char K je kon¢no pragtevilo. K > Z,, n = [K : Z,] = K ima p"
elementov. (K*:= K\ {0},-) je grupa s p” — 1 elementi. V vsaki konéni grupi velja Va € G : a/®l = 1. Torej
Va € K\ {0} : a®"~1 = 1. Torej vsak a # 0 je ni¢la polinoma z®" =1 — 1. Vsi elementi K so nicle polinoma
T (oz(pn*l) -1) = 2" — g = 2" — 2 =T, cx (x — a;).

Trditev. Ce je K kon&en obseg, je K razpadni obseg polinoma z!¥| — z nad Zyp, Kjer p = char K.

27

Zgled. Ce ima K 27 elementov, je K razpadni obseg polinoma xz“* — z nad Zs.

Trditev. Vzemimo p™ za p prastevilo in n € N. Naj bo K := minimalno velik razpadni obseg 2" — x nad Z,. Naj
bo K’ C K 3: K' = (mnozica nicel 27" — ). Tedaj velja K’ je obseg in |K’| = p".

Dokaz. Dokazujemo ve¢ stvari:
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e 2" — z nima vetkratnih nicel: Ce ima polinom p (z) vetkratne nicle, so te nicle skupne s p’ () (odvodom).

Veckratne nic¢le nima, ker (a:(pn) - :c)/ =p"z?"~'—1=1 mod p (konstanten polinom nima nicel). Torej ima
K’ p™ elementov.

e K'je zaprta za +, —, -, + (je obseg): Vzemimo a,b € K’ (velja, da a?" = a in b*" = b).

ab=a?" " = (ab)p”

()

(a+b)pn =" + (pl >a1’n_1b—|—-~-—|— ( np
b

1>abp"‘1 +0P" =aP 0+ =aP P,

ker so vsi srednji koeficienti deljivi s p in zato v mod p = 0. Podobno za

n n

(a—b)pn:a” — b,

O

Izrek. Vp € P,n € N3 do izomorfizma natanko doloéen obseg, ki ima p" elementov. Standardno ga oznacimo
GF (p"). Dobimo ga kot razpadni obseg polinoma z?" — z nad L.

Zgled. Za opis GF (p™) je dovolj, ¢e najdemo nerazcepni polinom p (z) stopnje n nad Z, (taki vselej obstajajo —
ne bomo dokazali). Potem je GF (p™) izomorfen Z, [z] / (p (2)).

e GF(4)=Zs[z]/ (z* + 2z +1)
o GF(27) =Zs[x] / (a® + 2z + 1)

Za K konten kolobar brez deliteljev nic¢a velja K = GF (|K|).

2 Topologija
2.1 Uvod

Zvezna deformacija. Najprej si oglejmo zveznost funkcije f : R — R.

Definicija. f zveznava < Ve >030 >0>:VaeR: [z —a| <d=|f(z) — f(a)| <e

Alternativno: f zvezna v x < YV (2,), oy : iy oo Zn = 2 = limy 00 f (20) = f ().

Kaj pa zveznost na ve¢ dimenzijah, recimo f : (z,y) — (:v+y,x—y7x2)? Vzemimo splosno f : X — Y.
Definirajmo razdaljo/metriko na X in Y.

Definicija. Matrika na X je funkcije d : X x X — [0,00), da velja:
e simetri¢nost: d(z,y) =0 =y
e definitnost: d(z,y) = d(y,x)
e trikotniska neenakost: d(z,y) + d(y,z) > d(z, z)
Zgled. Nekaj primerov:
o R: d(z,y) = |y, |
o R2:

— Evklidska: d2 ((xlu yl) P (1’27y2)) = \/(xQ - xl)z + (yQ - y1)2
— Mahnattanska/newyorska: dy ((z1,41), (22,y2)) = |22 — z1] + |y2 — y1|
— doo ((z1,91) ; (2, y2)) = max {[za — 1], [y2 — v1]}
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e Za poljubno mnozico X: dgiskretna (Z,y) = 0 sz=y
1 sz#y
Definicija. Naj bo f: (X,d;) — (Y, d,) (mnoZici smo opremili z metrikama). f je zveznana z € X < Ve > 036 >
OWa € X :dy (z,0) <d=dy (f(x), f(a)) <e.

Definicija. U C R? je odprta < Vo € UJe > 0 3: K (z,¢) C U.
Definicija. Naj bo A C R".
e x € R" je notranja za A, ¢e 3¢ > 03: K (x,e) C A
e v € R" je zunanja za A, ¢e Fe > 0>: K (z,e)NA =10
e z € R" je mejna, ¢e ni niti notranja niti zunanja ZDB Ve > 0 : K (x,¢) seka A in A“.
e Alternativna definicija odprtosti: A je odprta, &e so vse njene toc¢ke notranje.
Definicija. Alternativna definicija zveznosti: f je zvezna < praslika vsake odprte mnozice je odprta ZDB U C Y

odprta = f*(U) C X odprta.

2.2 Topoloska struktura

Definicija. Naj bo X poljubna mnozica. Topologka struktura, krajSe topologija, je podana z druzino podmnozic
T C 2%, ki jim pravimo odprte mnozice in ki zado¢ajo pogojem:

e poljubna unija elementov T je element T (implicira ) € T — prazna unija)
e koncen presek elementov T je element T (implicira X € T'— prazen presek)
A C X je zaprta, ¢e je A® odprta. Zaprte mnozice: Z := {A C X;A% ¢ T}. Za druzino zaprtih mnozic velja:
e poljuben presek zaprtih mnozic je zaprt (implicira X je zaprta — prazen presek)
e konéna unija zaprtih mnozic je zaprta (implicira (} je zaprta — prazna unija)
Zgled. Nekaj primerov:
e Odprte mnozice v R™ ustrezajo definiciji topologije
e {0, X} je najmanjsa mozna topologija na X. Pravimo ji trivialna topologija.
e 27 je najvecja mozna topologija na X. Pravimo ji diskretna topologija.
e topologija, porojena z metriko Ty = {U C X; vse tocke U so notranje glede na d}

e najmanj3a topologija, v kateri so tocke zaprte = kon¢ne mnoZice so zaprte. {konéne podmnozice X} U {X}
ustreza pogojem za druzino zaprtih mnozic: Ty = {U € X; X — U kon¢na} U {(} je topologija konc¢nih
komplementov. Ce je X koné¢na, je Tir = Tyisk- Ce je X neskoncna, je to druga, nova topologija.

e d — T,. Razli¢ne metrike lahko porodijo isto topologijo. Metrike d, d3 in d3 so topolosko ekvivalentne. Krogle
dy so rombaste, krogle dy so okrogle, krogle d3 so kvadratne, pa vendar za poljubni metriki e, f € {d;,ds,ds}
velja, da Vo € R?Ve > 035 > 0 2: K, (x,8) C Ky (z,¢).

o Tyige = 2% je porojena z diskretno metriko. Majhne okolice so singletoni in unija singletonov je poljubna
koné¢na podmnozica.

e dy na N — (N, Ty,) je spet diskretna topologija, akoravno so razdalje tudi drugac¢ne od {0, 1}.

e Na R? je Tyjex strogo finejsa od Tj,, vsaka odprta mnozica v Ty, je odprta mnozica v Ty, vendar pa obstaja
odprta mnozica v Tyisk, ki ni odprta mnozica v Ty, .
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Vprasanje. Ali je vsaka topologija porojena z neko metriko? Npr. ali je Ty, porojena z neko metriko? No, ce je
X koncna, je Ty porojena z diskretno metriko. Toda kaj ¢e X ni koncna?

Naj bosta U in V poljubni odprti in U # X # V ANU # V. Trdimo, da se U in V iz topologije koncnih
komplementov vedno sekata. Intuitivno so namre¢ komplementi zaprtih (ki so pac le koncéne mnoZice in X ) zelo
veliki. (UNV)Y =UC UV je konéna = UNV # 0.

Torej poljubni neprazni odprti mnoZici imata neprazen presek. To pa se nikoli ne zgodi v topologiji, ki je porojena
z metriko, kajti tam so mamre¢ odprte mnoZice, ki vsebujejo razlicne tocke, lahko disjunktne — torej vedno lahko
najdemo disjunktni odprti mnoZici v neskonéno veliki mnoZici Z na topologiji, porojeni z metriko. Vzemimo tocki
z iy v (X', Ty), da x #y. Oznacimo § = d(x,y). Odprti mnoZici A = X' N K (%%) in B =X NK (y, %)
sta razlicni po trikotniski neenakosti — ako bi obstajal z € AN B, bi veljalo (d (z,2) < é) + (d (y,2) < %) < 23—‘5 <

3
(d(z,y) = 9).

Definicija. Naj bo (X,T),A C X. Unija vseh elementov T, ki so vsebovani v A, je najvedji element T, ki je
vsebovan v A. Pravimo mu notranjost A — Int A (interior).

Presek vseh zaprtih mnozic, ki vsebujejo A, je zaprt in najmanjSa zaprta mnozica, ki vsebuje A. Pravimo ji
zaprtje A — Cl A (closure) — ozna¢imo A.

Meja A :=Fr A= ClA\ Int A (frontier).

Zgled. C1(AUB) D Cl(A)UCl(B). Kaj pa C?

Velja A C C1(A)UCI(B) in B C C1(A)UCl(B), torej AUB C C1(A)UCI(B) (zaprta mnozica, ki vsebuje A in
B), toda Cl (AU B) je najmanjSa zaprta mnoZica, ki vsebuje AUB = AUB C C1(AUB) C C1(A)UCl(B) =
Cl(AUB) =Cl(A)UCIL(B).

Kaj pa C1(AN B) C Cl(A) N C1(B)? To velja. Kaj pa C? Ne velja, recimo A = (0,1) in B = (1,2): 0 # {1}.
2.3 Zveznost

Definicija. Naj bo f : X — Y. f.(A) = {f(a) €Y;a € A} je slika mnozice A s funkcijo f, f*(4) =
{a € X; f (a) € A} pa praslika mnozice A s funkcijo f.

Definicija. Naj bo f: (X, Tx) — (Y,Ty) je zvezna, ¢e je VV € Ty : f* (V) € Tx ZDB e je praslika vsake odprte
mnozice odprta ZDB ¢e so praslike elementov Ty elementi Tx.

Trditev. Kompozitum zveznih funkcij je zvezen.

Dokaz. Najbo f: (X, Tx) — (Y,Ty) zvezna, g : (Y,Ty) — (Z,Tz) zvezna. go f je zvezna, kajti Vw € Tz : g* (w) €
Ty A f*(g* (w)) € Tx ~ (go f)" (w) € Tx. O

Zgled. Naj bo (X,dx),(Y,dy) (npr. na R vzamemo d (z,y) = |z — y|).
o f: X — Y, Kkije zvezna glede na metriki dx in dy, je zvezna tudi glede na porojeni topologiji Ty, in Ty, .
o [ (X, Taisk) = (Y, Txaterakoli) je vedno zvezna — vsak f iz diskretne topologije je vedno zvezen.

e g: (X, Tiaterakoli) — (Y, Tiriv) je vedno zvezna — vsak ¢ v trivialno topologijo je vedno zvezen.

id: (X,T) — (X,T") je zvezna < T' C T, kajti id* (A) = A.

Intuicija za zveznost: ,topologija je moc¢nejSa na domeni

Konstantna funkcija ¢ : (X, Tx) — (Y, Ty) ki slika « — yo je zvezna.

X sxoeV

Dokaz. (konst yo)" (V € Ty ) = {(D v
;L0

o Za f: (R, Tir) — (R, Ty,) so edine zvezne funkcije konstante.
Izrek. NTSE
1. [ (X,Tx) = (Y, Ty) je zvezna (praslika vsake odprte mnoZice je odprta)

2. praslika vsake zaprte mnoZice je zaprta
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3. VYACX: f.(A)C f.(A)
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco

komplement odprta

@=@ vB: Y\B e€Ty= f*(Y\B)=X\F*(B)eTx

= Podobno.

& Za f : X Y in AC X in B CY velja f*(f.(A)) O A (enakost za injekcijo) in f,. (f*(B)) C B
(enakost za surjekcijo)

(=) Velja fix (A) C fu(A) in A C f*(f« (A) C f* (f* (A)) , ki je zaprta, ker je praslika zaprte
po predpostavki, in A C 4 C f* ( 7. (A)). Nadalje f* (4) C f. (f* (f* (A))) C F.(A) =

f+ (A) C f. (A).

(<) Vzemimo B C Y, ZDB B = B. Trdimo, da f*(B) je zaprta. Velja f. (f* (B)) c

7. (/" (B)) C B = B. Nadalje * (B) C f* (f* (f* (B))) C f*(B). Ker vselej velja Z C Z,
sledi f* (B) = f* (B), torej je f* (B) zaprta.

O

Opomba. Iz analize vemo, da, ¢e za vsako toCko x velja, da za vsako zaporedje, ki konvergira k z, velja, da s f
preslikani ¢leni konvergirajo k f (x), je f zvezna. To je analog tocke zgornjega izreka.

2.4 Izomorfizem topologij

Definicija. f: (X,Tx) — (Y,Ty) je homeomorfizem, ¢e je bijekcija in inducira bijekciji med Tx in Ty (inducirani
bijekciji sta f* in f).

Trditev. f:(X,Tx) — (Y, Ty) je homeomorfizem < f zvezna bijekcija in f~! zvezna.

Dokaz. O¢&itno? O

Definicija. (X,Tx) =~ (Y,Ty) pomeni, da sta topoloska prostora homeomorfna. Pisemo tudi X ~ Y. Je ekviva-
len¢na relacija.

Zgled. Primeri standardnih homeomorfizmov:

e [a,b] = [¢,d] za a < bin ¢ < d. Dovolj je dokazati, da [0, 1] é [a,b], ker je =~ ekvivalenfna. Ustrezen f je
z+ a+ (b—a)-z. Kadar takole ne specificiramo topologije, obi¢ajno impliciramo evklidsko. Ista f deluje
za odprte in polodprte intervale, torej [0,1) = (0,1] = [a, ).

e (—00,00) ~ (_7”, g) — f = arctan. Vsi neprazni odprti intervali so si medsebojno homeomorfni.

® [a,b] % (a,b) % (a,b] % [a, b].

2.5 Topoloska lastnost

Definicija. Lastnost L je topoloska, & se ohranja preko homeomorfizma: Ce je X ~ Y velja L(X) < L(Y) ZDB
XY= L(X)= L)

Zgled. Kompaktnost in kardinalnost sta topoloski lastnosti, omejenost pa ni.

Kadar ugotavljamo, da dva prostora nista homeomorfna, is¢emo topolosko lastnost, ki jima ni skupna.
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2.6 Standardni homeomofizmi R" — R"

—

o X
L

[ (@)
je homeomorfizem, ki skrsi prostor na kroglo B" := K (6, 1) = {z" e R";|Z| < 1}.

Definicija. Nekaj oznak: B" := K (6, 1) = {z" € R";|Z| < 1}, B? == {a" € R |7| < 1}, S"~ 1 := {a" € R |Z| = 1}
Zakaj n — 1? Ker je sfera manj dimenzijska od pripadajogega kroga — S' je kroznica v R2, S? je sfera v R?,
{-1,1} =S v R.

Trditev. S*\ {(0,1)} ~R.

Dokaz. Ustrezen homeomorfizem, ki tocko na kroznici preslika na z—os, je f : S'\ {(0,1)} — R s predpisom

T ip i 2t t3-1
(z,y) Ty 10 Inverzom (ﬁ, m) it -

n—nicel

Velja celo splogneje: R"t1 D Sm\ {(0, ..., 0, 1)} ~ R"™ s homeomorfizmom f : R" x R — R" s predpisom

2
= F o 2z |21 =
(T,y) — -, in inverzom <f2+1, =T ) S T

2.7 Kompaktnost

Definicija. Naj bo (X,T) topologija. U C T je odprto pokritje A C X, ¢e je unija elementov U cel A. Podpokritje
U je U C U, ki je tudi pokritje.

Definicija. A C X je kompaktna, ¢e za vsako odprto pokritje A obstaja kon¢éno podpokritje.

Pomembno! Seveda ni dovolj, da obstaja odprto pokritje A, ki je konéno — to namre¢ vedno obstaja, odprta
mnozica X € T. Da je A C X kompaktna, mora poljubno pokritje A vsebovati kon¢no pokritje A. Nujno je treba
tudi upostevati, da so pokritja lahko samo iz odprtih mnozic.

Zgled. Primeri
e Vsaka kon¢na mnozica je kompaktna.

e V metri¢nem prostoru je vsaka kompaktna mnoZica omejena: X = K (¢, 1) U K (z¢,2)U--- — kompaktnost
pomeni, da je X pokrit Ze z nekim kon¢nim naborom krogel.

(0,1) ni kompakten — {(%, 1) in=2,3,4,... } nima konénega podpokritja.

Alternativno: Kompaktnost je topoloska lastnost in (0, 1) ~ R, ki je neomejen in zato ni kompakten. Podobno
tudi [0, 00) ~ [0, 1) ni kompakten.

Naj velja lim,,_, o z; = 2. Tedaj {z;i € N} U {z} je kompaktna.

e R ni kompakten. Pokritje z intervali {(i,7 + 2); Vi € Z} nima kon¢nega podpokritja.
Trditev. V metri¢nem prostoru je vsaka kompaktna mnoZica omejena.

Dokaz. K (z,1) C K (x,2) C -+ so odprte mnozice, ki pokrivajo A za z € A. Ce je A kompakten, je vsebovan v
najvecji iz tega konénega podpokritja in zato omejen. O

Trditev. V metricnem prostoru je vsaka kompaktna mnozica zaprta.

Dokaz. Naj bo A kompaktna. Vzemimo poljubno z ¢ A (z € AY). Velja, da je {K (a, @) ;Va € A} odprto
pokritje A. Obstajajo K (al, W) oo K (an, W), ki tvorijo kon¢no odprto pokritje (ker je A kompaktna).
Vzemimo 7 = min;¢y {w} Zanj velja K (z,7r) ne seka A. Ker je x € A bil poljuben, je A® odprta = A
zaprta. O

Pripomba. Torej je v metri¢nem prostoru vsaka kompaktna mnozica zaprta in omejena. V R” velja celo ekvivalenca.
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Izrek. [a,b] je kompakten.

Dokaz. Najbo U odprto pokritje [a, b], sestavljeno iz samih odprtih intervalov. Najbo ¢ := sup {x € [a,b]; [a, x] je pokrit s konéne
Dokazimo, da je [a, ¢] konéno pokritje z elementi U. Ker je ¢ pokrit z odprto mnozico v U, ta mnoZica vsebuje

Se nek x € [a,c). Torej [a, ] ima kon¢no pokritje z elementi U.
Dokazimo, da je ¢ = b. Ce bi ¢ ne bil b, bi imeli nek ¢ > ¢ 3: [a, ¢] ima kon¢no pokritje, saj je ¢ pokrit z neko

odprto mnozico iz U, kar bi bilo v protislovju z definicijo ¢ (supremum). ZDB ¢ > ¢ A [a, ¢] ima kon¢no pokritje v

U —< ¢ je supremum mnozice [a, x|, ki so pokriti s konéno mnogo elementi U. O

Trditev. Zaprta podmnozica kompakta je kompakt.

Dokaz. Dokazujemo A%*P- C Xkompakt — A kompakt. Vzemimo odprto pokritje U za A. UU{X \ A}Odp' je odprto
pokritje za X. Ker je X kompaktna, obstaja kon¢no podpokritje. Prav to, ¢e izvzamemo {X \ A}, pa je kon¢no
podpokritje U za A. O

Posledica. A C R je kompaktna < A zaprta in A omejena.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco. O

(=) Dokazano Ze poprej.

(<) A omejena = vsebovana v [a, b]**™", torej je A zaprta podmnozica kompakta [a,b] in s tem tudi sama
kompaktna.

Izrek. XY kompakini = X xY kompaktna.

Definicija. Produktna topologija. Imejmo (X,Tx) in (Y,Ty). Topologija na X x Y naj vsebuje vse mozne unije
produkov odprtih mnozic (katlastih odprtih mnozic) iz X in Y.
Definicija je dobra, ker je produktna topologija res topologija, saj je zaprta za kon¢ne preseke. Induktiven dokaz:

(LAJUA ><VA> N (LMJU# xvﬁ> =

A

skatlasta odprta mnozica
((U,\ x Va)n (U, x VM)>

Dejstvo. Najbo f:Z — X xY. Oznacimo f = (f1, f2). Tedaj velja | zvezna < f1, fo zvezni.

Dokaz. Dokaz izreka. Naj bosta XY kompaktni. Naj bo U odprto pokritje za X x Y s skatlami. Za poljuben
x € X sioglejmo {x} xY. Ta je kompakten in pokrit z U. Zanj obstaja kon¢no podpokritje U: Uy x Vi,...,U, XV,
in sekajo {z} x Y. Velja U, :=U; U---UU, je odprta mnoZica.

{Us;x € X} je odprto pokritje za X = 3 konéno podpokritje U, , ..., U, za X. U,, XY ima kon¢no podpokritje,
torej ima X x Y kon¢no podpokritje. NE RAZUMEM. O

Pripomba. Posplositev tega izreka je izrek Tihonova: poljuben (poljubne kardinalnosti) produkt kompaktov je
kompakt.

Vprasanje. Zakaj je produktna topologija ista kot naravna topologija R x R?

Zgled. Naj bo (X,Tx) dolo¢en z metriko dx in (Y,Ty) dolo¢en z metriko dy. Velja dxxvy ((x,y), (2',y')) =
max {dx (z,2') ,dy (y,y')} in za X =Y = R bi bili dx = dy evklidski metriki in dx«y bi bila ravno metrika ds,
ki porodi naravno topologijo.

Izrek. Heine—Borel-Lebesgue. A C R™ kompaktna < A zaprta ANA omejena.
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.
(=) R™ metri¢en = kompakti so v metri¢nem prostoru zaprti in omejeni

(<) A omejena = je vsebovana v dovolj velikem kompaktnem kvadru [a1,b1] X -+« X [an, by]. Ker je A poleg
tega, da je vsebovana v kompaktu, Se zaprta, je kompaktna.

O

Izrek. Bolzano-Weierstrass. Vsako omejeno zaporedje v R ima konvergentno podzaporedje.
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Lema. V kompaktnem prostoru ima vsaka neskonéna mnozica stekalisce.

Dokaz. Dokaz leme. Naj bo A brez stekaliséa v kompaktnem X. Tedaj Vo € X3 okolica U,, ki vsebuje le kon¢no
elementov A. {Ux,x € X} ima kon¢no podpokritje, ker je X kompaktna. Vsak element iz tega kon¢nega podpokritja
vsebuje le kon¢no elementov A, unija vseh pa vsebuje vse elemente A, torej je A tudi sam kon¢en —<— — to je v
protislovju s predpostavko, da je A neskoncen. O

Dokaz. Dokaz izreka. Ker je (), .y omejeno, lezi v nekem kompaktu. Locimo dva primera:

e {z,;n € N} je kon¢na: Vsaj en z; se pojavi neskonénokrat. To je stekalis¢e in tudi podzaporedje samo s tem
elementom konvergiral.

e {x,;n € N} je neskonéna. Po lemi ima stekalis¢e. Stekalisce je limita podzaporedja.
O

Trditev. Naj bo f : X — Y zvezna, A C X kompaktna. Tedaj velja f, (A) je kompaktna. ZDB zvezna funkcija
kompakte slika v kompakte.

Dokaz. Naj bo U odprto pokritje za f. (A). Naj bo {f* (P); P C U} odprto pokritje za A. Potemtakem, ker je A
kompaktna, obstaja odprto podpokritje za A: f* (V1),..., f*(V,,) in sledi, da je Vi,...,V, odprto podpokritje za
F, (A). NE RAZUMEM, nekako je treba uporabiti zveznost. O

Posledica. Ce je zvezna f : X*™P- — R, potem f zavzame min in max — torej ni le omejena, temvec tudi doseze
inf in sup.

Dokaz. f.(X) je kompaktna C R = f, (X) je zaprta in omejena = f, (X) ima inf in sup in ker je zaprta, ju
doseze. N

Izrek. Cantorjev izrek/princip sendvica. Naj bo Fy O Fy O F3 O -+ padajoce zaporedje zaprtih nepraznih podpro-
storov v kompaktnem X. Tedaj je (| F,, # 0. Dodatno, ¢e je X metricen in je lim;_, diam F; = 0, je v preseku
natano ena tocka (ZDB za R: [a1,b1] D [ag,ba] 2 -+ in e lim;_o (b; —a;) = 0 = v preseku je natanko ena
tocka).

Definicija. Naj bo (X,d) metricen in A C X. Premer mnozice A je diam A = sup, ,c4 d(a,a’).

Dokaz. PDDRAA Fy D F, D F3 D ---3:(, F; = 0in Vi : F; zaprta in neprazna. Tedaj si oglejmo X\ F; C X\ F, C
X \ F3 C --- (naradcajoce zaporedje odprtih mnozic). Velja U; (X \ F;) = X (po predpostavki, da je presek F;
prazen). To je odprto pokritje X. A ker je X kompakten, obstaja kon¢no podpokritje X\ FiUX\ FoU- - -UX\F,, = X.
Zaradi vsebovanosti sledi, da je X \ F,, = X, torej F,, = (), kar je v protislovju s predpostavko, da Vi : F; # 0. O

2.8 Povezanost

Definicija. Prostor X je nepovezan, kadar ga lahko razcepimo na disjunktno unijo dveh nepraznih odprtih
podmnozic ZDB kadar 9A, B 3: X = AU B A A, B odprti, neprazni, disjunktni. Prostor X je povezan, kadar ni
nepovezan.

Zgled. Nekaj primerov:

e X s trivialno topologijo je povezan.

e X 7 eno samo tocko je povezan.

e Q z evklidsko topologijo je nepovezan, npr. Q = (—oo, \/§) U (\/§7 oo).
Trditev. NTSE

1. X povezan.

2. X ne moremo zapisati kot disjunktno unijo dveh nepraznih zaprtih mnozic

3. ) in X sta edini odprto-zaprti mnozici.

4. P zvezna surjekcija f : X — {0,1}.
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Dokaz. Ker X = A @ B za A, B disjunktni neprazni odprti mnozici, velja A® = B in B¢ = A, torej sta A in B
tudi obe zaprti. Ce takih ni, ni razcepov, s ¢imer dokaZzemo, da so medsebojno ekvivalentne trditve in

Dokaz trditve Ce imamo razcep X = A® B za A, B disjunktni neprazni odprti mnozici, najdemo zvezno
0 ;z€A
1 ;sicer (x € B)
0 ;a= . L.

. Obratno, ¢e obstaja taka zvezna surjekcija

1 ;a#b
f:X —{0,1}, pa je ustrezen razcep f*(0), f* (1). O

surjekcijo f : X — {0,1} takole: f(x) = { . Da lahko govorimo o zveznosti funkcije v {0,1},

to mnozico implicitno oplemenitimo z metriko d (a,b) = {

Izrek. Povezane podmnoZice R so natanko intervali.
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco A C R povezana < A interval.

(=) PDDRAA A CRniinterval <= Ja <b<c¢3:a,c € ANbE A= (—00,b)N A, (b,00) N A je netrivialni
odprt razcep = A ni povezana.

(<) Naj bo I interval. PDDRAA ni povezan = 3 zaprt razcep | = A® B za A, B zaprti neprazni disjunktni.
Vzemimo a € A,b € B. BSS a < b. Naj bo ¢ :=sup {z;[a,z] € A}. Ker A zaprta = ¢ € A. Ker A odprta
=3 >03:[c,c+e] CA= [a,c+ 5] C A Tojev —% z definicijo ¢ (sup).

O
Trditev. [a,b) % (a,b)

Dokaz. PDDRAA 3 homeomorfizem f : [0,1) — (0,1) = f|(o,1) : (0,1) = (0,1) \ {f (0)} je tudi homeomorfizem
—<—, ker bi to bil homeomorfizem med povezanim in nepovezanih prostorom. O

Trditev. Zvezna slike povezane mnozice je povezana.

Dokaz. Naj bo f : XPV — Y zvezna surjekcija. Dokazimo, da Y povezana. PDDRAA Y ni povezana. Tedaj bi
obstajala zvezna surjekcija v {0,1}. Recimo ji g. Tedaj bi bil g o f zvezna surjekcija iz X v {0,1}, kar je v —< z
dejstvom, da je X povezana. O

Dejstvo. X povezane N[, X\ # 0 = |, X\ povezana.
Dejstvo. X,Y povezani = X X Y povezana.
Trditev. A povezana AA C B C A = B povezana.

Dokaz. Naj bo f: B — {0,1} zvezna. Trdimo, da f ni surjekcija. Ker A povezana, f|a : A — {0, 1} ni surjekcija.
Denimo, da f. (A) = 0. Tedaj, ker f zvezna, f (A) C f(A) = {0} = f ni surjekcija. O

Definicija. X je povezan s potmi, ¢e za poljubni zg,z; € X obstaja pot — zvezna f : [0,1] — X in f(0) =
zo A f (1) = x1.

Trditev. Ce je X povezan s potmi, je povezan.
Dokaz. Ocitno iz prej$njih dveh trditev. O
Pripomba. V R so podmnozZice povezane natanko takrat, ko so povezane s potmi.

Zgled. f(z):(0,1) — [0,1] s predpisom x — sin T tvori krivuljo I C R2. Naj bo I zaprtje te krivulje. Slednje je
povezano, a ne s potmi, saj ni poti od 1 do 0.

Trditev. Ce je U°dP- C R™, je U povezana < U povezana s potmi.
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.
(<) Velja.

(=) Najboxg € U in A = {z € U;3pot v U od zg do z}. O¢itno je A odprta (¢e lahko pridemo do z, lahko
tudi do njene okolice). Nadalje velja, da je A® odprta (Ge ne mores priti do a € A®, ne mores priti niti
do neke njene okolice). Potemtakem je A odprta in zaprta. Ker je A povezana, sledi A = U ali (), torej
jeA=U.

O
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3 Fourierova vrsta in fourierova transformacija

3.1 Fourierova vrsta

Funkeije sin z, sin 2z, sin 3z, ... so 2r—periodi¢ne, na intervalu [0, 7] naredijo po 1,2,3,... nihajev. S se§tevanjem
z razliénimi utezmi dobivamo nove 2w —periodi¢ne funkcije.

Vsako sinusoido lahko razumemo kot nihanje z neko frekvenco. Ce sestevamo nihanje z razli¢nimi frekvencami
je vsaj z grafa prakti¢no nemogoce razbrati, katere frekvence smo sesteli.

Pa denimo, da je dana funkcija f (x) (podana bodisi s formulo bodisi graficno bodisi numeri¢no), za katero
nekako vemo, da je vsota sinusnih funkcij:

f(x) =bysinz + by sin 2z + by sin 3z + - - - + b, sinnx.

Zelimo dobiti eksplicitno formulo za b; za dano f. Je 2r—perioditna, liha in integrabilna.
Za k,l € N velja formula (upostevamo 2sin (kz) sin (lz) = cos ((k — 1) z) — cos ((k + 1) z))

/Tf sin (kz) sin (lz) dax = %/ﬂ cos ((k—1)x) —cos((k+1)z)de = % (sin (gf__ll) x) _ sin (gf_:‘ll) 95))

:0’

—T

—T —T

kadar k # [, sicer, ko k = [, pa velja

™ 1 ™ 1 O 1
/ sin (kx) sin (Iz) do = 5/ MMI = 527r =,

/7T sin (kx) sin (Iz) dz = {0 k7L

- m ,k:l

torej skupaj

To pomeni, da bo veljalo

f(z)sin (kz) dx = / (bysinz + - -+ + by, sin nx) sin (kz) de =

—T

= / by sinxsin (kz) + - -+ + by sin (kz) sin (kx) + - - - + by, sin (nz) sin (kx) de =

—T

:/ by sin z sin{kx da:+~-~—|—/ by, sin (kx) sin (kz) dx + - - - + by, si sin (kx) dz = by,

ker smo tako dokazali v prejsnji trditvi.
Velja torej
s
by = — f (z)sin (kx) dz.
™ —Tr
Te koeficiente pa lahko izrac¢unamo za poljubno integrabilno funkcijo, ne le za tako, ki je liha in 2w —periodi¢na,
vendar se bo, ¢e dobljene koeficiente uporabimo v obrazcu s (z) = bysin(x) 4+ ---, s s f ujemal le, ¢e je f liha in
2m—periodi¢na. Radi bi se znebili omejitve lihosti in rac¢unalni frekveéne komponente tudi za sode funkcije.
Vsako funkcijo lahko razcepimo na sodi in lihi del (na vsoto sodega in lihega dela) takole:

sodi del =:f lihi del =:f;
fla)—f (o) | f@)~f(x)

@) =2 ;

Sodi del lahko zapiSemo kot vsoto kosinusov, lihi del pa kot vsoto sinusov. Zankrat se Se omejimo na lihe
2w —periodi¢ne funkcije.

Zgled. Oglejmo si f (z) = x na [—7, 7:
1 us
b, = f/ rsin kxdx =
T

—T

per partes v = x, dv = sin kzdzx, du = dx, v = %skz:
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0, integral peﬁiodiéne na peripdi

_ (71)k+1 ?%: (71)16-‘-1 %

1 (-1
= — | —uxcos(kx)
T k o

Torej f (x) = 2sinz — 2sin2z + 2sin3z — 2sinda + -+ Zsinnz + - -.

Naj bo f(z) liha in 2r—periodi¢na. Tedaj definirajmo n—ti fourierov priblizek in ozna¢imo f, (z) = by sinz +
bosin 2z + -+ - + by sinna, kjer by .= L ["_ f (z) sin (kz) dz.

Naj bo s, (x) = ¢y sinx + ¢ sin 2z + - - - + ¢, sinnx neka druga funkcija.

Ne trdimo, da je na vsakem naboru tock f,, bolj prilegajoca f kot neka druga funkcija (torej recimo s,,). Trdimo
pa, da se najbolje prilega v povpredju na celem intervalu izmed vseh drugih funkcij. Formuliramo naslednji izrek:

Izrek. Naj bo f (z) liha integrabilna funkcija, f, in s, kot zgoraj. Potem wvelja

T

v/ (f(w)—ﬁ(x))zdwé/ (f (2) — sn (2)) de

—T —T

Dokaz. NE ZNAM DOKAZATI. 0
Naj bo sedaj f (z) liha in integrabilna na [, 7]. Delne vsote fi(x), f2(x),... tvorijo fourierovo sinusno vrsto
bysinx + bysin 2z + by sin3z + .... Ali ta vrsta konvergira? Ce konvergira, kaj je njena limita? Zazeljeno je, da

konvergira k f (x). Dokaz je tezak za splosen f. Omejimo se na naslednji izrek:

Izrek. Naj bo f (x) dvakrat zvezno odvedljiva liha funkcija in naj velja f (—m) = f(m) = 0. Potem je pripadajoca
fourierova vrsta konvergentna in velja, da je lim, ., fn (z) = f (z).

Dokaz.

by, = f (z)sinkzdx =

Per partes u = f (z), dv = sinkzdz, du = f' (z)dz, v = } cos (kz):

x 0
-1 1 /™
M+ % ' (x) cos kaxdx =
Per partes u = f' (z), du = f” (z), dv = cos kzdz, v = + sinkz. Prvi &len pokrajsamo, ker f () = 0.
0k—0 omejena

1 T 1 (7
- M -5 | 1 @sinkeds

Kot vidimo, gredo ¢leni vrste s 1%2 proti 0, zato je funkcijska vrsta konvergentna. S tem dokazemo prvo tocko.
Dokaz druge to¢ke: po Weierstrassovem izreku lahko vsako funkcijo aproksimiramo s polinomi na [, ], polinome
pa s sinusi. O

Sedaj pa Se odpravimo lihost. f (z) = fs () + fi (x). Izpeljati moramo e aproksimacijo s kosinusi:

. 0 k=#1
/ coskxcosledr =<m ;k=1#0
o 2r ;k=1=0
in oznacimo L
ap = — f(x)cos (kx)dxr Vke {0.n—1}.
71— —T

Fourierovo vrsto za f definiramo kot f (z) == 4 +ai cosx + by sinx + ag cos 2z + by sin 2z + - - - in velja, da je izmed
vseh takih vrst s sinusi in kosinusi stopnje do n fourierova najboljsi povprecni priblizek funkcije f.

Izrek. Naj bo f(x) dvakrat zvezno odvedljiva in 2mw—periodicna. Potem velja, da fourierova vrsta enakomerno
konvergira proti funkciji f (z).
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Dokaz. Ne bomo dokazali. O
Kaj pa, ¢e f ni 2r—periodi¢na? f (z) je 8e vedno 27 —periodi¢na (periodi¢no nadaljevanje) funkcije f (x).
Definicija. f (x) je odsekoma odvedljiva funkcija, ¢e je odsekoma zvezna in ima v vseh tockah levi in desni odvod.

Izrek. Splosni izrek brez dokaza. Naj bo f : [~m, 7] — R odsekoma odvedljiva. Potem je pripadajoca fourierova
vrsta konvergentna in velja, da je f = f v vseh tockah, kjer je f zvezna. V tockah mezveznosti pa je f (x) enaka
povprecju med levo in desno limito f (x) pri tej tocki.

Zgled. Nekaj primerov:

e cos?2r — % = % — %sm?)ac—i— %cos4ac—|—%sm9x

e f(x) = a: funkcija je liha, torej so vsi koeficienti pred kosinusi (by) enaki 0. z = 2 (sinx —

2 3 T

3.2 Fourierova transformacija
Ce uporabimo kompleksna Stevila in obrazec

e =cosr+isinx, e ¥ =cosx—isinx

torej

1 T —iT . 1 1T —ix
cosx:§(e +e), smm:%(e —e ),

lahko fourierovo vrsto zapiSemo bolj simetri¢no:

(oo} [ee]
[} . ap 1 : . 1 ; .
— + E ancosne + b, sinnx = — + g ap = (e””” +e mm) + b, — (e“” —e ”””) =
2 2 2 21
n=0 n=1
o0 . . o0
ag an —ib, an +1b, _. .
:74_2 n neznz+ n ”e znmzzcneirm’
2 2 2
n=1 —o0
kjer je cog = @, ¢ = “”_2“’", Cep = % Te kompleksne koeficiente Fourierove vrste izra¢unamo direktno z
enotno formulo .
1 .
Cp = — (x)e™"*dx, neZ
2 J_,

oziroma na periodi 2L:

1t inen
Cn = E/_Lf(x) e "L dx

3.2.1 Priblizek na R

Doslej smo priblizke nasli le kot periodi¢ne funkcije s poljubno veliko periodo. Izkaze se, da je mo¢ narediti fourierovo
transformacijo tudi na celotnem R in ne ve¢ samo za celoStevilske frekvence:

f(w) ::%/_Oo f(x)e“*dz, weR

Velja f :R — C. R del je kosinusni del nihanja, & del pa sinusni del.
Definicija. f pravimo fourierova transformiranka f. Operaciji f — f pravimo Fourierova transformacija.

Za obstoj integrala zahtevamo, da je f absolutno integrabilna, t. j. ffooo |f (z)] dz < .
Tipi¢no je f

e bodisi odsekoma zvezna na [a,b] in nicelna levo in desno od tega intervala
e bodisi periodi¢na

e bodisi definirana povsod in gre v neskon¢nosti dovolj hitro proti 0 — lim, 4. f () = 0.
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Zgled. Nekaj primerov:

1 ;—a<z<a . . ..
o f(zx)= ' 7= 7 = 7. Naredimo fourierovo transformacijo:
0 ;sicer

1 [ , 1 [ 1 [ 0, liha 1 ; a e
7/ f(x)e ™ de = — e "y = — coswz — isirwr| de = — ot 2 2 (aw)
2 J_ o 2 J_, 2 J_, 2w |, Tw

Torej f (w) = Lsinaw,

s w

e x>0 . . ..
o f(zx)= — . Naredimo fourierovo transformacijo:
0 ;<0

— ; o
1 > e—axe—iwxdw — 1 > e—(a+iw)xdx — i € (atiw)e — 1
21 —(a+iw) |, 27 (a + iw)

3.2.2 Lastnosti Fourierove transformacije

Trditev. Velja:
o af T bg = af + bg — linearnost integrala
e f () absolutno integrabilna = lim,,_, 1 f (w) = 0 (brez dokaza)
e Dana je g (w) — 7 (w).

g0 = [ gl

— 00

je obratna formula za fourierovo transformacijo — inverzna fourierova transformacija.

Izrek. Naj bo f(x) absolutno integrabilna in odsekoma odvedljiva. Tedaj je tudi f(w) absolutno integrabilna in

velja f(ac) = f (x) v vseh tockah, kjer je f zvezna. V tockah nezveznosti je f enaka povprecju leve in desne limite.

Trditev. Velja

1. f(z), f' (z) absolutno integrabilni = (f’) =iwf (w)

Dokaz. |
o /_OO f(z)e “dy =

per partes: u = e~ du = —iwe” " dv = f(z)dx, v = f(z)

= st T v [ @ e = iof

2. f(x),g(x) =xf (z) absolutno integrabilni —> (f)/ = —ig

Dokaz. (f)/ = —ixﬁ ()= —ixf (z) = —ig (w) O

Posledica. Fourierova transformiranka Gaussove funkcije je Gaussova funkcija:

f@)=eF =)= o= ¥

27



3.2.3 Interpretacija Fourierove vrste v vektorskem prostoru s skalarnim produktom

Naj bo V vektorski prostor, ¢, & € V. Skalarni produkt 4 - v’ je komutativen, bilinearen, @ -4 > 0,u-u =0 < 4 = 0.
Z njim lahko definiramo normo |@] := V@ - @ in kot med vektorjema: cosa = IéJ\:Ivﬁ\' Torej u x U sta ortogonalna, Ce
je « x ¥ = 0. Iz ortogonalnosti sledi linearna neodvisnost:

ai+bo=0 /@ = ali’=0=>a=0
ai+bi=0 /-7 =  bIP=0=b=0
Ce so Uy, U3, U3, -+ € V paroma ortogonalni, jih lahko uporabimo za bazo (vsaj prostora, ki ga razpenjajo):
TR (TR
Uy - uy U2 - U2

3.2.4 Analiza signala

Naj bo s(x) vsota sinusov in kosinusov raznih frekvenc. Dovolj je, ¢e si zapiSemo amplitude, ki pripadajo dani
frekvenci, da rekonstruiramo s.

Zgled. Nekaj primerov:

e sinz nam da sinusne koeficiente (0,0,0,0,...) in kosinusne koeficiente (0,1,0,0,...)

o sinz = % %cos 2z nam da sinusne koeficiente (0,0,0,0,...) in kosinusne koeficiente (%, 0, f%, 0,.. )

e r=2 (sinx — % + % — . ) nam da sinusne koeficiente (O, %, —-1,2 ) in kosinusne koeficiente (0,0, 0,0, ...)

EERR

Temu prikazu se rece fazna slika (fazni portret) funkeije oziroma slika v faznem prostoru.
Ideja je, da se v faznem portretu jasno vidi, katere frekvence je dovolj upostevati za primerno natancen priblizek.
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